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Konvergenzverbesserung und komplexe Integrale

von FRIEDHELM GOTZE, Jena

Vor kurzem erschien ein Artikel iiber den Residuensatz [1] in der vV WURZEL, in dem schon einige Beispiele, die seinen Nutzen deutlich
machen, gegeben wurden. Eine weitere Anwendung zur numerischen Berechnung von Integralen sowie zwei Alternativiésungen zu friiheren
VWURZEL-Aufgaben sollen hier dargestellt werden.

Fiir die Berechnung uneigentlicher Integrale mit extrem schlechter Konvergenz sind die gingigen Quadraturformeln! wenig
geeignet. Eine Verlagerung in die komplexe Analysis kann aber hilfreich sein, da sich oft mit den dort beschriebenen
Methoden (Residuensatz uA) die Konvergenz so verbessern ldsst, dass eine numerische Auswertung iiberhaupt erst
moglich wird. Fiir Integrale mit diesen fiir die Berechnung ungiinstigen Eigenschaften demonstrieren wir stellvertretend

das Vorgehen am Beispiel
1 oo
1 1 5
/ fcosfdxz/ O e
0 T x 1 x

Erstreckt iiber den geschlossenen Weg I' (siche Skizze) betrachte man in der komplexen §Im(z)
Ebene das Umlaufintegral
e ” iw
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Nach dem Residuensatz hat I den Wert 0, da der Integrand in dem von I' berandeten Gebiet
regulér ist. Man erhélt
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IMethoden zur numerischen Integration

also
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und weiter wegen des hier erlaubten Grenziibergangs ¢ — 0, w — oo

o0 —x —ix
e — € LT
——dz =i—
0 X 2

bzw. durch Vergleich von Real- und Imaginérteil

/ e~ — cos(—x) dr =0, / —sin(—z) P
0 0

T x 2

Uns interessiert das erste Integral, das wie folgt umgeformt wird:

1 _—x oo _—x [e'e]
/ e cos X dm+/ e dx—/ CcoS X de — 0
0 T 1 €T 1 T
* cosz Y1 —cosz Li_e= e
/ dx:/ dm—(/ 7@_/ dx). (1)
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Der eingeklammerte Teil ist eine bekannte Darstellung fiir die Eulersche Konstante? v, die sich in dieser Form relativ gut
berechnen lasst. Man hat z. B.

und daraus

1 —z oo n—1
1— —1
/ =) ED" 7965095003 . .
0

T n-n!
n=1

und mit numerischem Quadraturverfahren

/ € dr=0,2193839344. ..
1 X

n
2Meist wird  durch den Grenzwert v = lim (Z L _log n) definiert.
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Damit ergibt sich

1 _ o0 —

1— T T

’y:/ ¢ dx—/ € e =0,5772156649 . ..
0 x 1 r

Beim verbliebenen Integral rechts in (1) empfiehlt sich wieder eine Reihendarstellung:

1 o0 1
1—cosz (="
—dxr = ——— =0,2398117420. ..
/0 T v r; 2n-(2n)! 7

Man erhélt schlieRlich fiir (1) nach der Substitution z — <

1 1 1 el (_1)n71
/0 —cos— dv = > @ 7" —0, 3374039229 . .. (2)

n=1
in Ubereinstimmung mit dem Wert —Ci(1) des bekannten ,Integralcosinus*

> cost

Ci(ac):f/ Tdt (x>0).

Die mit hoher Stellenzahl bekannte Eulersche Konstante v und die schnelle Konvergenz der Reihe ermoglichen so eine
hinreichend genaue Berechnung des nur bedingt konvergenten Integrals (2).

VWURZEL - Zeitschrift fiir Mathematik


http://www.wurzel.org

Konvergenzverbesserung und komplexe Integrale 4

011 — Benjamin Scharf, Jena

Man zeige

T sinx T o0 emtm
dr = = S
/0 T * 2+/0 1+¢2

In der komplexen Ebene integriere man die Funktion f(z) = % langs des skizzierten Weges
ZIm(Z) CiUKrUCy UK. UC5. (3)
iR K Dabei seien Kr und K. Kreisb6gen mit den Radien R bzw. &, wobei R hinreichend grofs
Cy R und ¢ hinreichend klein ist. Wie man sieht, liegt die Polstelle z = 7 aufserhalb des Gebiets,
NK das von C' umschlossen wird. So gilt nach dem Residuensatz fiir die Summe der an die
L ¢ Teilabschnitte aus (3) angepassten fiinf Integrale
Cs
> » Re(z I +1 —i—[—i—[—i—]:% 2)dz=0. 4
0 > = (2) 1ttty = ¢ f(2) (4)

I;: Das ist eines der beiden Integrale, die wir am Ende erhalten wollen:

R 00 L—Tx
11:/ flx)dr = lim 11:/ —— dx.
0 0

R—

Ir: Mit z = Re*® bekommt man

z 5 R—
/ e TR cos ¢ dQD oo O,
0

|Ir| = <

5 e*TrRei“’ )
o i
/0 1T R2eviv 1Re'® dp

RZ -1

also ist lim Ir = 0.
R—o0
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I.: Setze z =i + €. Dann ist

™

5 677Ti77rsew ) 5 efwsew cho T
L= ¥ dp = _q T
c /g 1+ (i + cei®)2 7 /, 2 jeeiv O 2

jus
2

In,I5: Mit z =iy (R>y>1+4+¢ecbeily; 1 —e >y >0 beil3) gilt

- 1+e _—miy 1+e | —miy - 0 —Tiy 0 —Tiy
1 e e 1 e e
Iy + 13 = = / d +/ dy | + = / d +/ d
PTE T ( r 1ty Y r l—vy y) 2 ( 1 Y 1 Y

—€ 1+ Y —e 1- Y .
Von links beginnend substituiere man der Reihe nach y =t —1,y=t+1,y=¢—1und y =t + 1. So ist dann

. R+1 | —mit R—1 _—mit 2—e _—mit 1 mit

(3 e (& e (&
I I3 = dt — dt dt dt | .
2t =3 (/2+ t / : +/1 ! +/s )

t
Nach Zerlegung des zweiten Integrals entsprechend [e, R — 1] = |

g,1]U[1, R — 1] ergibt sich

. 2—¢ R+1 R—1 —Tit . 1 it —it
1 e 1 e — €
I I3 = — — dt + = _—
2 s 2 (/1 - /2+a /1\ ) t * 2 ~/a

t

dt .
Fiir € — 0 lassen sich die ersten drei Integrale zusammenfassen. Man erhélt

dt

rR—1 ¢
und weiter mittels der Substitutionen t = x + R bzw. t =

- R+1 —mit 1
lim (I + I3) = 1/ e gt _/ sin(7t)
e—0 2 0

x

s

- 1 —mi(z+R) T o
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i%“?”?’)*i/,lﬁ df‘/o o de
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Offenbar gilt hier
T sinx

dr .

lim (IQ +Ig) = —/
e—0

x
R—o0 0

Mit den obigen Ergebnissen folgt jetzt aus (4)
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038 — Sefket Arslanagi¢, Sarajevo, Bosnia and Herzegovina
Man beweise

/og\/mlnwdm:,/og\/mdx::/}'

Wie in der im v WURZEL-Heft 3-+4/2009 verdffentlichten Losung gezeigt, bestitigt man mit der Substitution z = § —¢
die Aquivalenz der beiden Integrale. Des Weiteren liefert die Substitution v/tanz = t die Gleichheit

™

/5 L /oo 2 g
T = ——— dt.
o Vtanz o tH+1

i 1
Nun betrachte man in der komplexen Ebene das Umlaufintegral ! H‘t(z)
2 C
/Cf(z)dz mit f<z):z47+1’ ?
° 29 21
wobei C'= C1 U5 fiir R > 1 aus den zwei skizzierten Wegen C; = {z: —R <z < R} . . > Re(2)
und Co = {z = Re® : 0 < p < 7} besteht. Es gilt dann —-R 0 Ci R
R R— o 2
dz = de —= — dzx, 5
[ peiz= [ g as e o)
T 2 . g R—o0
dz = —————Rie'? d 0. 6
o1 /0 Rewyiv1 e @ 7 ©)
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Nun hat f(z) im Innern des geschlossenen Weges C zwei Polstellen z; = 6%7 2y = e’i". Nach dem Residuensatz gilt
hierfiir

/ f(2) dz = 2mi (Res(f; z1) + Res(f; z2)) . (7)
c
Da die Polstellen einfach sind, lassen sich die Residuen wie folgt berechnen:

2

Res(f; 2)f(2) = [j(z4+1)

Z=Zk

So wird dann aus (7)

. 2 2 . —37mi —97mi
/Cf(z)dz:27m<42%+4zg):m(e 1 4e 4 )

:m‘<—1\2i+l\éi):7r\/§

und man erhélt fiir R — oo in Verbindung mit (5) und (6) das Ergebnis

o0 oo 2 T
/;Oof(x)dl':ﬂ_\/iy alSO /0 mdm:ﬁ
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