Schlaue Leute 1

Schlaue Leute werden durch die Fehler von anderen klug

Aufgabe 6

Es seien I C R ein Intervall und f,, : I — R stetige Funktionen mit n € N. Der Grenzwert lim f,(z) existiert fiir jedes
n—oo
x aus I und ist eine reelle Zahl. Es sei f(z) = lim f(z).
n—oo

Untersuche, ob die Funktion f stetig ist!

Anmerkung: Zum besseren Verstindnis geben wir ein Beispiel an. Fiir f,(z) = ;%5 und I = (0, oo) héitten wir
1 1
f(l‘): lim = lim 777} ~ = lim T = - =,
n—oo nx + 1 n—>oon(x-l,-ﬁ) n—o0 I 4 x+0 T
d.h. f(z)= 1.
LGsung

Wir legen ein beliebiges zy aus dem Intervall I fest und zeigen, dass f an der Stelle xg stetig ist. Es sei € > 0. Dann ist
auch £ > 0. Im Folgenden arbeiten wir mit dieser streng positiven Zahl £. Mit |a + b + c| < |a] + |b] 4 |c| folgt

[f (@) = f(xo)| = [f(2) = fu(@) + fu(x) = fu(z0) + ful(z0) — f(0)]
<[f(@) = fa(@)[ + [ful@) = ful@o)| + [fa(20) = fl20)]-

Auklerdem gibt es, da ja le fu(z) = f(x), ein ny € N, sodass

|f(x) = fn(z)] < % fiir jedes n > nq . (1)
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Da f, stetig ist, existiert ein 6 > 0, sodass |f,,(z) — fn(z0)| < § fiir jedes x mit |x — x| < 6 und x € I. Aus lim f,(z0) =
n—oo
f(zo) folgt noch, dass es ein ny € N gibt mit

€ ..
| frn(zo) — f(z0)] < 3 fiir jedes n > ngy . (2)
Jetzt setzen wir ng = max{ni,no}. Fiir n > ng ist sowohl (1) als auch (2) giiltig. Es folgt durch Einsetzen

@)~ flo)l <5+ 5+5 =<

Damit ist bewiesen, dass f an der Stelle x stetig ist. Da xg eine beliebige Zahl aus dem Intervall I war, ist die Funktion
f stetig.

Bemerkung
Hilfssatz: Fir 0 < x < 1 gilt lim ™ = 0.

n—0o0
Beuweis: Betrachten wir die Folge (ay)n,>1 mit a, = ™. Fiir diese Folge gilt

py1 <a, <= 2"M<a2" <= z<l1.

Daraus folgt, dass (a,) monoton fallend ist. Wegen 0 < = < 1ist 0 < 2™ < 1 und damit ist die Folge (a,,) beschrankt.
Das heifit, die Folge (a,) ist konvergent. Sei lim a,, = g. Andererseits ist a,+1 = x - ay,
n— oo

= lim apq41 = lim z-a, = g=29 = g¢g=0.
n—oo

n— oo

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Betrachten wir nun das Beispiel I = (0,1] und f,(x) = z™. f, ist stetig fiir jedes n (Potenzfunktion). Laut Hilfssatz ist
f(z) = nh—>120 ™ = 0 fiir jedes x € (0,1). Aber f(1) = nh_{glo 1™ = 1. Dies bedeutet, dass f an der Stelle o = 1 nicht stetig
ist.

Widerspruch! — Was ist richtig? Was ist falsch? Warum?
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